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Profesor Ben Polak: Gegen sefer NIM oyununu oynamayi bitirmistik ve umuyorum
ki hatirliyorsunuzdur, NIM oyunu iginde iki Obek tag vardi — bunlar yerine biz tahtada
gizgiler kullandik — ve kazanan da en son tagi alan oluyordu. Hatirlarsaniz 6bek
se¢cmek zorundaydiniz. Burada bir gegis yapmak i¢cin NIM oyununu kullanmak
istiyorum. NIM oyunu hakkinda ortaya ¢ikardigimiz sey suydu bizim i¢in ¢cok guzel bir
sekilde oyunlarda ilk hamle avantaji olabilecegini veya ikinci hamle avantaji
olabilecegini gostermektedir. Oyundaki kiguk bir degisiklik, esasen basladigimiz
noktada ufak bir degisiklik bir oyunu ilk hamle avantaji olan bir oyundan ikinci hamle
avantaji olan bir oyuna gevirebilir.

Simdi bugtin, o oyundan biraz daha biyuk bir ders ¢gikarmak istiyorum. Bu oyun
sadece bazen ilk hamle avantajinin oldugu bazen de ikinci hamle avantajinin oldugu
bir oyun degil, ama daha da fazlasi ne zaman ilk hamle avantaji ne zaman ikinci
hamle avantaji oldugunu biliyorduk. Dogru mu? O taslarin ilk durumlarina
baktigimizda, hemen onun Oyuncu 1 tarafindan kazanilacak bir oyun oldugunu
biliyorduk veya tam tersi Oyuncu 2 tarafindan kazanilacak bir oyun oldugunu
biliyorduk. Simdi aslinda bunun oldukca genel bir fikir oldugu ve aslinda bir ismi
oldugu ortaya ¢ikiyor ve bu isim de Zermelo. Bugin Zermelo adinda bir adamin
ortaya koydugu bir teoremden bahsedecegiz ve bu teoremin fikri su.

NIM’den daha genel oyunlara bakacagiz ve su soruyu soracagiz, hangi durumlarda
Oyuncu 1’in, ilk hamle yapan oyuncunun kazanmaya zorlayabilecegini veya Oyuncu
2’nin kazanmaya zorlayabilecegdini veya Uguncu bir olasilik olarak beraberlikle
bitecegini bilebiliriz? Iste teorem su, gegen sefer baktigimiz oyunlardaki gibi iki
oyuncu oldugunu farz edelim ve diyelim ki — bunu simdi resmi olarak
tanimlamayacagim — ama diyelim ki oyun mukemmel bilgili bir oyun. Mikemmel bilgi
ile ne demek istiyorum? Derste daha sonra tanimini verecegim, ama simdilik sunu
demek istiyorum, bir oyuncuya hamle sirasi geldiginde, ona sira gelmeden once
oyunda neler olup bittigini tam olarak bilir.

Ornegin, bu bakmakta oldugumuz tiim bu ardisik oyunlar miikkemmel bilgili
oyunlardir. Bana sira geldiginde din senin ne yapmis oldugunu tam olarak bilirim,
dinden once kendimin ne yapmis oldugunu bilirim vesaire. Yani bu mikemmel bilgili
bir oyun. Oyunda sinirli sayida nodlar oldugunu varsayacagim. Burada iki sey var, bu
sonsuza dek suremez, bu oyun ve ayrica sonsuz bir sekilde dallanmasinin da bir
anlami yoktur. Yani sinirli sayida nod var ve oyunun Ug¢ olasi sonucu oldugunu
varsayacagiz. Aslinda bu teoremin daha genel bir versiyonu var ama simdilik bu is
gorur.
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Ug olasi sonug sunlardir, ya Oyuncu 1 kazanir, hadi buna W1 diyelim (win
kelimesinin bas harfi), veya Oyuncu 1 kaybedebilir ki bu Oyuncu 2 kazanir demektir
veya berabere biter. Yani oyun — gegen seferki iki olasi sonucu Olan NIM’e benziyor.
Yani burada 3 sonug arayacagiz veya daha az sonug demeliyim. Bunlar kosullar ve
bu da sonug. 3 demistim, 3 olabilir ama burada 2 de olabilirdi, ben sadece 3 olmasina
izin veriyorum (bir tanesi onemsiz). BU kosullar altinda su dogrudur.

Ya Oyuncu 1 kazanmaya zorlayabilir, yani ya bu oyun Oyuncu 1’in iyi oynadigi
takdirde, Oyuncu 2 ne yaparsa yapsin oyunu kazanacagi bir durumdur. Veya 1 en
azindan beraberlige zorlayabilir ki bu da Oyuncu 2 ne yaparsa yapsin Oyuncu 1
beraberligi garanti edecek sekilde oynayabilir. Veya bu Oyuncu 2’nin 1’i kaybetmeye
zorlayabilecegi bir oyun olabilir. Yani bu teorem ilk bakigta fazla bir sey sdylemiyor
gibi geliyor. Bu seye bakiyorsunuz — biz zaten sadece 3 olasi sonucu, kazanmak,
kaybetmek veya beraberlik olan oyunlara baktigimizi biliyorduk yani bu teoreme
bakinca higbir surpriz olmadan sunu soyluyor ya kazanacaksiniz, ya kaybedeceksiniz
veya berabere kalacaksiniz.

Ancak, teoremin sdyledigi tam olarak bu degil. Teorem sunu sdyluyor sadece oraya
varmakla kalmayacaksiniz — bunu zaten biliyorduk — ama oyunlar kendilerini ayiriyor.
Bu sekildeki oyunlar kendilerini Oyuncu 1’in Oyuncu 2 ne yaparsa yapsin
kazanmasinin bir yolu olan; veya Oyuncu 1’in Oyuncu 2 ne yaparsa yapsin
beraberlige zorlayabilecegi bir yolu olan; veya Oyuncu 2’nin Oyuncu 1 ne yaparsa
yapsin kazanmasinin bir yolu olan oyunlar diye ayirirlar.

Hadi NIM’e geri donelim bu noktay! ortaya koymak i¢in. NIM’de esasen beraberlik
yok yani bunlarin ortada olanini unutabiliriz ve NIM’de belli bazi durumlarda Oyuncu
1 kazanmay! zorlayabilir. Durumun ne oldugunu hatirlayan var mi, Oyuncu 1’in
kazanmaya zorlayabilecegi? Birlileri? Gegen sefer oynayan kisiler. Hayir, evet, Al
surada birisi var. Bagirin.

Ogrenci: Diger oyuncuya geldiginde ébeklerin esit olmasini saglamak.

Profesor Ben Polak: Pekala, yani eger 6bekler esit baslamazsa, o zaman Oyuncu 1
gercekten kazanmayi zorlayabilir. 2’nin ne yaptiginin esasen higbir 6nemi yoktur, 2
ezilir. Veya alternatif durumda eger baslangigta obekler esittir ve eger baslangigta
Obekler esitse bu kes Oyuncu 1 ezilir. Oyuncu 2 daha ¢ok Oyuncu 1’i kaybetmeye
zorlayabilir, yani Oyuncu 2’nin kazanmasina. Herkes bunu gegen seferden hatirliyor
mu? Bu, hafta sonundan az 6nceydi, aradan o kadar ¢gok zaman gegmedi.

Bu teorem bu sekildeki tim oyunlara uyar. Peki, hangi oyunlar bu sekildedir? Bagka
ornekler dustinmeye galigsalim. Bir 6rnek tic-tac-toe (SOS). Herkes tic-tac-toe
kurallarini biliyor mu? ingiltere’de biz buna Higlikler ve Carpilar (Noughts and
Crosses) deriz ama siz tic-tac-toe diyorsunuz degil mi? Herkes tic-tac-toe nun ne
oldugunu biliyor mu? Evet, tic-tac-toe hangi kategoridedir? Bu Oyuncu 1’in
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kazanmayi zorlayabilecegi bir oyun mudur veya Oyuncu 1’in sadece beraberlige
zorlayabilecegi kategoride midir veya ikinci hamle yapan olmayi yegleyeceginiz ve
Oyuncu 2’nin kazanmay! veya Oyuncu 1’in kaybetmesini zorlayabilecegi bir
kategoride midir? Hangisidir tic-tac-toe?

Hadi elleri gorelim. Kimler tic-tac-toe nun Oyuncu 1’in kazanmayi zorlayabilecegi bir
oyun oldugunu dastnuyor? Kimler tic-tac-toe nun Oyuncu 1’in sadece beraberlige
zorlayabilecegi bir oyun oldugunu disundyor? Kimler Oyuncu 2’'nin kazanacagini
dusunuyor? Cogunuz haklisiniz. Bu dyle bir oyun ki eger insanlar dogru oynarlarsa
ortaya beraberlik ¢ikar. Oyuncu 1 hala hata yapabilir, bu durumda oyunu
kaybedebilir. Oyuncu 2 hata yapabilir, bu durumda kaybedebilir, ama beraberlige
zorlayan bir oyun sekli vardir. Bunlar oldukga basit oyunlar, hadi daha karmasik
oyunlardan bahsedelim.

Peki ya dama oyunu nasildir? Dama oyunu bu kosullari karsiliyor. iki oyunculu bir
oyun. Kendi siraniz gelmeden 6nceki tim hamleleri hep bilirsiniz. Sonlu bir oyun:
dama oyununda sonsuza dek suirmesini engelleyecek kurallar vardir. Ve 2 veya 3
sonucu vardir: sanirim ug¢uncu bir sonug var, eger bir donguye girerseniz o zaman
beraberedir. Yani dama tum bu tanimlamalara uyuyor ve bu teorem bize damanin bir
¢6zUmu oldugunu soyluyor. Bu ¢ozimu bildigimden veya yakin zamanda birisinin
gercekten ¢c6zduiglnden emin degilim, son birkag ayda bile, bu sabah Google’da
aramak i¢in kendime hatirlatmayi unuttum.

Ama bunu ¢dzimleyen insanlardan 6nce bu teorem bize sunu soyliyor: damanin bir
¢6zUmU vardir. Hadi biraz daha hirsli olalim. Peki ya satran¢? Satrang da bu tanima
uyuyor. Satrang iki kisilik bir oyun, herkes kendilerinden 6nceki hamleleri bilir,
ardigiktir, sinirli sayida hamle vardir, ¢ok buyuk bir sayidir ama sinirlidir ve 3 olasi
sonucu vardir, kazanmak, kaybetmek veya beraberlik. Dikkatli olalim burada, sonlu
olmasinin nedeni — tam ne oldugunu unuttum -- eger 3 kez donguye girerseniz o
zaman oyunda beraberlik ilan ediliyor, berabere bitiyor. Peki, bu teorem bize ne
soyluyor? Bize satranci ¢ézmenin bir yolu oldugunu soyliyor. Satrancin bir ¢6zimu
var.

Bu ¢6zimUn ne oldugunu bilmiyoruz. Bu beyaz taslarin sahibi Oyuncu 1’in
kazanmayi zorlayabilecegi bir durum olabilir. Oyuncu 1’in sadece beraberlige
zorlayabilecegi bir oyun olabilir ve hatta Oyuncu 2’nin kazanmay zorlayabilecegi bir
oyun olabilir. Hangisi oldugunu bilmiyoruz, ama bir ¢6zim var. Bu teorem de bir bit
yenigi var. Nedir bu bit yenigi? Bit yenigi sudur bize aslinda — teorem aslinda bize
¢6zumun ne oldugunu soylemiyor. Bize nasil oynamamiz gerektigini sdylemiyor. Bu
teorem haddizatinda bize nasil satrang oynamamiz gerektigini sdylemiyor. Sadece
bize satrang oynamanin bir yolu var diyor.

Bunu ispatlamaya c¢alisacagiz. Sinifta sik sik ispat yapmiyoruz, ama bu ispati
yapmak istememin nedeni bu ispatin Yale’deki kantitatif akil yuratme (QR:
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quantitative reasoning) dersleri icin dgretici oldugunu diistiniiyorum. iste bagka bir
ornek ve bazi bagka ornekler. Satrancin en dramatik 6rnek oldugunu dugunebilirsiniz.
Buguln bunu ispatlamaya zaman harcamak istememin nedeni bunu ¢ikarim ile
yapacak olmamiz ve bu ispatin taslagini ¢gikaracagim. Olasi her bir adimin Gzerinden
gitmeyecegim, ama buradaki insanlara ¢ikarim ile ispatin nasil oldugu hissini
vermeye c¢aligsacagim. Bunun nedeni su, benim tahminim su, hadi bir bakalim, kaginiz
daha o6nce ¢ikarim ile bir ispat gordi? Kaginiz gérmedi?

Gormemis olanlariniz igin, sanirim hayatta iyi bir sey, hayatinizin bir noktasinda
cikarim ile ispat gormek iyi bir sey ve goérmus olanlariniz igin benim tahminim onu
lisede berbat bir matematik dersinde gérmussunuzdur ve akliniz almamistir — akliniz
almamasindan ziyade heyecani sizi sarmamigtir. Bu ilging gelebilecegi bir baglam
olabilir. Cikarim yoluyla ispat. Bu ¢ikarim yoluyla ispati oyunun maksimum
uzunlugunda yapacagiz ve buna N diyecegiz. Oyunun maksimum uzunluguna N
diyecegiz. Bununla ne demek istiyorum? Eger bir agac ¢izseydim her zaman bu
agacin baglangicindan agacin sonuna kadar olan tuUm patikalara bakabilirdim. Ve bu
belirli agacta e fazla uzunluga sahip patikaya bakacagim ve buna o oyunun uzunlugu
diyecegim, oyunun maksimum uzunlugu.

Yani oyunun maksimum uzunlugunda ¢ikarim yapacagiz. Peki, ¢ikarim yoluyla ispata
nasil baglariz? Hadi kendimize hatirlatalim, bunu daha énce gérmus olanlar. Biz bu
teoremin dogru oldugunu ispatlayacagiz, bu teoremdeki iddia kolay durum igin,
oyunun uzunlugu 1 hamle iken dogru. Bu ilk adim ve sonra bunun uzunlugu < =N
olan tum oyunlar i¢in dogru oldugunu kanitlamaya caligacagiz, bu N her ne ise, o
zaman bu ayni zamanda uzunlugu N+1 olan oyunlar i¢in de dogru olmalidir. Cikarim
ile ispat yapmanin yolu budur. Hadi pratikte nasil gértnuyor bir bakalim.

Kolay adimla baslayalim ve bunu biraz detayli yapacagiz bir matematik dersinde
ihtiyaciniz oldugundan daha fazla detay ile. E§er N=1 ise bu oyunlar nasil gérinur?
Hadi burada bazi érneklere bakalim. Eger N=1 ise bunun ¢ok abes olacagini iddia
ediyorum ama yine de yapalim. Oyun soyle gorunebilir. Oyuncu 1 hamle yapacak —
iste Oyuncu 1 hareket ediyor — oyunun uzunlugu sadece 1 — yani zaten tek hareket
edecek kisi Oyuncu 1. Oyun sdyle goérunebilir. Hadi besinci bir dal daha koyalim,
bdyle gorunebilir. Ve oyunun sonunda, getirileri koymak yerine sonugclari koyayim.

Sonug ya kazanmak, ya beraberlik ya da kaybetmek olmak zorunda, diyelim ki bdle
goranayor. Diyelim ki burasi kazanmak veya burada beraberlik elde edebiliriz veya
burada yine kazanabiliriz veya burada kaybedebiliriz ve burada berabere kalabiliriz.
Yani bu oyunda iddia ediyorum ki bu oyunun bir ¢6zimuU oldugu ¢ok agik. Oyuncu
1’in ne yapmasi gerektigi oldukga agik. 1 Ne yapmal? 1 kazanmayla sonuglanan
seceneklerinden birini segmeli. Dikkatli olmak i¢in buraya 1 koyacagim ki kimin
kazandigi kimin kaybettigi anlasilsin.
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Bu oyunda, bu oyunun ¢ok acik bir ¢6zimuU oldugunu ileri strtiyorum, Oyuncu 1 ya
kazanmaya giden bu dali segecek veya kazanmaya giden bu dali segecek ve her ikKi
durumda da Oyuncu 1 kazanacak. Bu ac¢ik mi? O kadar acik ki aci veriyor. Yani bu
oyundaki iddiam, aslinda biz bu ilk nodu ne olacaksa, bu durumda 1 kazanir, onunla
degistirebiliriz. Dogru mu? Bu kolaydi. Farkli bir drnege bakalim, 3 yapacagiz.

iste olasi bir baska érnek ve bu yine, Oyuncu 1 burada hamle yapacak ve bu kez
olasi sonugclar beraberlik veya kayip veya kayip. Bir kez daha tek oyunculu bir oyun,
bu kez 3 segenegi var ve bu U¢ sonug beraberlige veya kaybetmeye veya
kaybetmeye yonlendiriyor ve yine bunun basit oldugunu iddia ediyorum. Oyuncu 1’in
yapacagi nedir? Beraberligi secmek ¢unkil kazanmanin higbir yolu yok. Ama bu
durumda gergekten buna zorlayabilir. Gergekten de beraberligi secip berabere
kalabilir. Yani bu oyunun beraberligi se¢ diye bir ¢ozumu var. Ve yine, oyunun ilk
nodunu gergekten sonugta ne olacagiyla, bu durumda beraberlikle, degistirebiliriz.
Herkes mutlu mu?

Saninm bir baska olasilik daha var. Bu baska ihtimal su Oyuncu 1’in birgok segeneqi
var, belki de bu durumda 4 segenek, bir kez daha Oyuncu 1 hamle yapacak ama her
durumda — Oyuncu 1 igin talihsizlik — her sonugta Oyuncu 1 kaybeder. Bu Oyuncu
1’in ne yaparsa yapsin kaybedecegi bir oyun. Bir kez daha bir ¢6zim var: ¢dzim
Oyuncu 1’in ezilecek ve kaybedecek. Bunun gergekten uzunlugu 1 olan tim oyun
ihtimallerini kapsadigini ileri striyorum. Demek istedigim, bunlarda daha fazla dal
oldugunu hayal edebilirsiniz, ama temelde bu tg¢ ihtimal var.

Ya bu dallardan birisi kazanmaya yonlendirecek, bu durumda ¢ézim Oyuncu 1
kazanir olur; ya hi¢bir dalda kazanmak yoktur, ama bir tanesinde beraberlik vardir, bu
durumda Oyuncu 1 berabere kalir veya tim dallarda kaybetmek vardir, bu durumda
Oyuncu 1 kaybeder. Ben 1 uzunlugundaki oyunlarla isimin bittigini dne strtiyorum
Herkes tamam mi? Bu adim kandirici bir sekilde kolaydi ama iste bdyle. Pekala,
simdi ¢ikarim adimini, baytuk adimi atalim. Yapacagimiz sey su, teoremin su
ifadesinin dogru oldugunu varsayacagiz, maalesef ben onu saklamigim —
bulabilirsem ortaya ¢ikarayim, bu kolay olmayacak. Simdi gériindyor mu?

Simdi teoremin bu ifadesinin uzunlugu < = N olan tim oyunlar igin dogru oldugunu
varsayalim, diyelim ki durum bu. Diyelim ki bu iddia bu tipteki uzunlugu < = herhangi
bir N olan tim oyunlar i¢in gecerli. Géstermemiz gereken sey sudur — gostermeye
calisacagimiz sey bu yuzden bunun N+1 uzunlugundaki tim oyunlar i¢in dogru
oldugudur. Gostermek istedigimiz sey — iddia ediyoruz ki, bu yuzden, uzunlugu N+1
olan tum oyunlar igin de dogrudur, bu ¢gikarimsal ispatlardaki anahtar adimdir.

Pekala, bunu nasil yapariz? Hadi uzunlugu N+1 olan bir oyuna bakalim ve burada
binler kullanamayacagim acik bu ylizden goreli kiiglik rakamlardan segeyim, ama fikir
hepsine uyar. Hadi bir oyuna bakalim.
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iste bu Oyuncu 1’in ilk hamleyi yaptigi bir oyun, Oyuncu 2 ikinci hamleyi yapiyor.
Diyelim ki eger Oyuncu 2 bunu yaparsa o zaman 1’in burada az segenegi var, bu
yukarida o zaman 1’in daha karmasik segenekleri var ve belki de Oyuncu 2 tekrar
hamle yapabilir. Yani bu yukaridaki bayagi karigik bir oyun ve bu asagidakini daha az
karigik yapalim. Burada oyun bdyle gérinuyor ve sonra bitiyor, yani agacimiz bdyle
gorandyor. Sonunu koymamistim, sonuglari Gzerine yerlestirmedim ama agag bdyle
gorundyor. Bir kere bu agacin uzunlugu ne? Bu agactaki en uzun patikanin,
baslangictan sonuna kadar 4 adimi oldugunu ileri suruyorum. Hadi kontrol edelim. 1,
2, 3 ve 4 bunun en uzun patika oldugunu one suruyorum. Buradan asagiya giden
herhangi bir patika Uzerinde sadece 3 hamle var, yani bu oyunun uzunlugu 4.

Bunu iddiamiza uygulayabiliriz, diyelim ki teorem 3 veya daha az uzunluktaki agag
icin gegerli yani bu N+1 4’e esit bizim drnedimiz i¢in. Bu 6rnekte — buraya yazmak
istemiyorum, suraya yazayim — bu oyunda N=3 yani N+1=4. Ornegimizde herkes
bundan memnun mu? Simdi bununla ilgili gdézlemlemek istedigim sey sdyle: bu
N+1’in iginde veya bu 4 uzunlugundaki oyunda veya daha az uzunluktakilerde.
Bunlari alt-oyunlar olarak digunebilirsiniz. Onlar oyunun i¢indeki oyunlar, dogru mu?
Hadi bir bakalim. Ozellikle iddia ediyorum ki — etraflarinin pembeyle gizeyim—burada
Oyuncu 1 yukari segtikten sonra bir oyun var ve Oyuncu 1 asagiyi sectikten sonra bir
oyun var, dogru mu? Yani bunlarin ikisi de birer oyun ve burada ne elde ediyoruz?

Buradaki kiigiik oyun — tepede yuvarlak igindeki oyun, Oyuncu 1’in yukari segimini
takip eden oyun — bu bir oyun ve onun uzunlugu var. Yani bu kig¢uk sey bir oyun ve
buna bir alt-oyun diyecegim, donem iginde daha sonralari kullanmaya alisacagimiz
bir jargon. Bu oyun i¢inde bir oyun, ama temelde sadece bir oyun: bir alt-oyun ve 1’in
yukarilylr segmesini — suraya yukari yazalim—takip ediyor. Ve ben bu oyunun bir
uzunlugu — bu alt-oyunun bir uzunlugu oldugunu ileri suriyorum. Biliyoruz ki biz
uzunlugu 4 olan bir oyundan baglamistik, bir hamleyi aldik ve hadi bunun gergekten
uzunlugu 3 olan bir oyun oldugundan emin olalim. Oyun burada basladi, bu 3
uzunlugunda bir oyun olacak, ¢unku 1, 2, 3 hamle gidebiliyorsunuz, dogru mu?

Yani bu 3 uzunluga sahip bir oyun. Bu alt-oyun, 1’in yukari segmesini takip eden alt-
oyunun uzunlugu 3. Bu asagida, bu da bir alt-oyun, Oyuncu 1’in asagi se¢mesini
takip eden bir oyun ve bu kuguk alt-oyununun uzunlugu — simdi burada biraz dikkat
etmeliyiz—uzunlugu 4 olan bir oyundan basladigimiz i¢in ilk hamleden sonra
uzunlugu 3 olan bir oyunda olmaliyiz diye dusunebilirsiniz. Ama aslinda bu dogru
degil ve eger dikkatli bakarsak bu asagidaki oyunun, suradan baslayan oyunun
uzunlugu 3 degil. Onun uzunlugu 2. Dogru mu? Yani 4 uzunlugundaki bir oyundan
baslamamiza ragmen, bu yone giderek kendimizi uzunlugu 2 olan bir oyunda
buluruz. Dogru mu? Yani 1, 2 veya 1, 2—her neyse—bunun uzunlugu 2’dir.

Tamam, pekala yani bu oyunda N 3’tlr ve N+1 4’tlr ve bizim varsayimimiz, bizim
cikarim varsayimimiz nedir? Uzunlugu < = N olan tim oyunlar igin bu teoremin
gecerli oldugunu varsaydik, bu duruma goére < = 3. Peki bu bize ne anlatiyor? Bize
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sunu anlatiyor, varsayimimizdan dolayi, bu oyun, su yukarida etrafini pembe ile
¢izdigim oyun, bu uzunlugu 3 olan bir oyun, bu oyunun bir ¢6zUmu var. Bir ¢ozUmu
olmali ¢guinkl uzunlugu 3 veya daha az. Yani dendigi gibi ¢ikarim hipotezine goére —
cikarim hipotezine gore — bu teknik bir terim, ama ¢ikarim hipotezi nedir? Buradaki
seydir. Varsayimimizdan dolay! bu oyunun bir ¢ozumu vardir.

Yani bu uzunlugu 3 olan bir oyun, 3 < =N bu durumda. Yani bu oyunun bir ¢ozumu
olmak zorunda. Simdi sadece buna bakarak ¢ézimun ne oldugunu bilmiyorum, ama
farz edelim ki bu W, diyelim ki bu W. Ve bu asagidaki oyun, bu da bir oyun, uzunlugu
2 olan bir oyun ama ayni zamanda 2 ugten kuguktar, 2 < = 3. Yani bu oyunun da bir
¢6zUmuU var. Bu oyunun da, ayni varsayim dolayisiyla bir ¢ézima var, bunun ¢ézimu
de — bilmem ki—belki de L. Yani oyunlarin ¢cézimleri var demek ne anlama gelir, bu
durumda W’nun bu oldugunu varsayarsak ve L’nin bu oldugunu varsayarsak, bu ne
anlama gelir? Bu su anlama gelir, tipki burada yaptigimiz oyunlar gibi ¢6zim
oyunun baglangicina koyabiliriz. Biliyoruz ki eger bu oyuna gelirsek, bu oyunun
sonucunu alacagiz ve biliyoruz ki bu oyuna gelirsek, bu oyunun sonucunu alacagiz.
Yani bunun yerine ¢6zUmunu yazabiliriz ki varsayimimiza gore bu W ve bunun yerine
de kendi ¢6zUmUnu yani varsayimimiza gore L’yi yazabiliriz. Ve burada ¢ok dikkatli
olmak istiyorum, hangi oyuncu igin kayip veya kazang¢ oldugunu takip etmek
istiyorum. Bu Oyuncu 1’in kazanmasiydi, yani Oyuncu 2’nin kaybetmesi ve bu
Oyuncu 1 igin kayipti dolayisiyla Oyuncu 2’nin kazanmasiydi. Yani bu oyunlar, her
birinin bir gdzimu var ve bu durumda ben ¢ézumleri W ve L olarak yazdim.

Peki, simdi ne yapabiliriz? Su tahtayi tekrar asagiya alayim. Bu oyunu ¢ok basit bir
oyuna donusturebilirim. Bu donisimu yukarida yapacagim, bu oyun soyle
donustarulebilir. Oyuncu 1 hamle yapar, eger Yukari giderse o zaman bir W’ya gelir
ve eger Asagi giderse bir L’ye denk gelir. Yani bu belirli 6rnekte, Oyuncu 1 aslen
etkin olarak su ikisi arasinda sec¢im yapiyor, Yukari gidip kendisini bir gozUmu olan bir
oyunda bulmak ki bu ¢gozimde kendisi kazanir veya Asagi gidip kendini ¢ozumu olan
bir oyunda bulmak ki bu ¢ézimde ezilir. Ama bu nedir? Bu tek hamleli bir oyundur.
Bunun bir ¢6zimu var, bu uzunlugu 1 olan bir oyun.

Peki, biz ne yapariz? Bir nevi sematik olarak, uzunlugu N+1 olan bir oyun aldik, bu
durumda 4’tl ve gosterdik ki bir kez Oyuncu 1 ilk hamlesini yaptiginda, biz uzunlugu
4’ten kuglk olan, bu 3 olabilir, 2 olabilir, neyse, bir oyundayiz veya alt-oyundayiz
diyelim isterseniz. icinde bulundugumuz hangi alt-oyun olursa olsun,
varsayimimizdan dolayi, o oyunun bir ¢ozUmu vardir. Yani aslinda bu etkin olarak
Oyuncu 1’in ¢ézuma W olan bir oyun ile L olan bir oyun arasinda sec¢im yapmasidir.
Ve burada 15 bagka alt-oyun olsaydi, her birinin ¢6zUmu olurdu ve her birinin
¢6zimuinde Oyuncu 1 kendisinin alacagi sey ile bagdastirabilirdi.

iddia ediyorum ki, eger bu uzunlugu 3 veya daha az olan alt-oyunlarin her birisinin
¢ozumleri varsa, o zaman uzunlugu 4 olan bir oyunun da ¢6zUmu olmak zorundadir
ki bu nedir? Su ¢ézimdur: Oyuncu 1 en iyi alt-oyunu se¢gmelidir. Bu adim herkesi
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ikna etti mi? Su anda insanlar biraz fara yakalanmis tavsan gibi bakiyorlar bu ylizden
tekrar sdyleyeyim. Su varsayimla basladik, uzunlugu 3 veya daha az olan, N veya
daha az olan oyunlarin ¢ozimleri vardir. Gosterdik ki uzunlugu N+1 olan herhangi bir
oyun, Oyuncu 1’in baslangi¢ hamlesini yaptigi ve bunu uzunlugu N veya daha az
olan, daha kisa olan demeliydim bir oyunun takip ettigi seklinde dusunulebilir. N veya
daha az sayida adimi olan bu oyunlarin her birinin bir ¢é6zimu vardir, yani Oyuncu 1
kendisi i¢in en iyi cozumu olan oyunu segecektir ve igimiz burada biter.

Bu belirli 6rnekte, Oyuncu 1 Yukariyi seger ve bundan dolayi da ana oyunun
sonucunda Oyuncu 1 kazanir. Simdi sanirim ¢ikarim yoluyla ispatlarda en zor adim
isi bitirdiginizi fark etmektir. Yani simdi isimizin bittigini 6ne surtiyorum, neden igimiz
bitti? Biliyoruz ki uzunlugu 1 olan oyunlarin timunun bir ¢ézimu oldugu ¢ok kolaydi.
Bu oldukga basitti. Ve gostermis olduk ki uzunlugu N veya daha kisa olan herhangi
bir oyunun bir ¢6zUmuU vardir, o zaman N+1 uzunluktaki oyunlarin da ¢ézimu vardir.

Simdi bakalim nasil devam edebiliriz. Biliyoruz ki uzunlugu 1 olan oyunlarin bir
¢6zumu var, bu yuzden hadi uzunlugu 2 olan oyunlari ele alalim. Uzunlugu 2 olan
oyunlar, uzunlugu 2 olan oyunlarin bir ¢6zimu var mi? Bir bakalim, N=1. Biliyoruz ki
eger uzunlugu 1 olan oyunlarin bir gozUmu varsa, 0 zaman uzunlugu 2 olan herhangi
bir oyun bir baslangi¢c adimi ve onu takip eden 1 uzunlukta bir oyun olarak
dusunulebilir, ama bunun bir ¢ézumu var, iste bu yuzden 2 uzunluktaki oyunlarin da
¢6zUmU vardir. Simdi uzunlugu 3 olan oyunlari ele alalim, goéstermistik ki 1
uzunluktaki oyunlarin ¢6zimu var ve 2 uzunluktaki oyunlarin ¢6zimu var. Uzunlugu 3
olan herhangi bir oyun bir baslangi¢ adimi ve onu takip eden ve ¢ézimleri olan ya 1
uzunlugunda veya 2 uzunlugunda oyunlar olarak dusunulebilir, yani bir kez daha
uzunlugu 3 olan bir oyunun da ¢ézUmu vardir vesaire.

Cikarim oyunlari, oyunun uzunlugu Uzerine yapilarak iglerler ve sonunda bitirdigimizi
anlariz. Daha once ¢ikarim yoluyla ispat gormemis olanalar endise etmesinler
sinavda onlari ¢ikarim ile test etmeyecegim, ben sadece bir tane gérmenizi istedim.
Hadi hep beraber derin bir nefes alalim ve bunu bir oyun oynayarak hazmetmeye
¢alisalim. Bunu yukarida birakacagim, bdylece ona bakabileceksiniz. Daha sonra
onu tekrar asagiya almak isteyecegiz. Hadi gergekten bir oyun oynamaya g¢alisalim
ve buna biraz olsun 1gik tutabilir miyiz gorelim.

Gecen sefer yaptigim gibi goénullller sececedim, ama ilk olarak size oyunun ne
oldugunu soyleyeyim. Bir kez daha bu oyunda kayalarim olacak ve bir kez daha bu
kayalar tahtadaki gizgilerle betimleyecegdim. iste bir 6rnek. Ornek su. Oyunda kaya
dizileri var, buradaki dizide 5 satir ve 3 kolon var. Yani kayalar 6nceki érnekteki gibi
Obek dbek durmuyorlar, ama daha ¢ok bir bakima hos dizi olarak duruyorlar. Daha
esit aralikh yapmaliydim ama bu soyle: 1, 2, 3, 4, 5 satir ve 1, 2, 3 kolon, en azindan
bu 6rnekte. Ama genelde bir dizi NxM kaya var.
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Bunu oyuncular ile ardigik olarak oynayacagiz. Ve oyunun igleyisi soyle olacak — sira
size geldiginde, bu kayalardan birini isaret edeceksiniz ve ben hangi kayay: isaret
ettiyseniz onu kaldiracagim. O kayay! ve onun Ustinde veya saginda kalan kayalari
silecegim: kuzeydogusunda kalan kayalarin hepsini silecegim. Ornek olarak, eger bu
kayay! gostermigseniz, o zaman bu kayayi ve ayrica bunu ve bunu kaldiracagim.
Eger siradaki kisi gelip bunu segerse, o zaman bunu silecegim ve ayrica bunu
silecegim. Tamam, herkes anladi mi? Pekala, oyun -burasi 6nemli- son kayayi alan
kisi oyunu kaybetmis olacak. Kaybeden son kayayi kaldiran olacak.

Bazi gonalluler alabilir miyim? O zaman ben insanlari gonulli yapabilir miyim?
Suradaki Uzerinde sari renk olan beyaz tigortll arkadas nasil? Tamam, 6ne dogru
gelin ve bagka kimi gonulli yapabilirim? Herkes bakilarini benden kagiryor,
Umitsizce bakiglarini kagiriyorlar. Surada Gzerinde Yale tigortl, Yale Futbol tigorti
olan arkadas nasil, tamam. Yukari gel. ismin neydi? Bir mikrofon almaliyim, buraya
bir mikrofon alayim, tesekkurler. Harika, isminiz nedir?

Ogrenci: Noah.

Profesor Ben Polak: Noah ve sizin isminiz?
Ogrenci: Koran.

Profesor Ben Polak: Mikrofona soyleyin.
Ogrenci: Koran.

Profesor Ben Polak: Koran, peki. Noah ve Koran bizim oyuncularimiz. Herkes
kurallari anladi mi? Kurallari anladiniz mi? Evet? Peki, neden ilk hamleyi Noah’a
yaptirmiyoruz. Noah, hangi kayayi kaldirmak istersin? Hatirlarsan son kaya
kaybeder.

Ogrenci: Buradaki.

Profesor Ben Polak: Buradaki. Tamam, Noah bunu secti. Yani bunu silecegim ve
ustindekini silecegim.

Ogrenci: Yani kuzey ve doguda kalan tiim kayalar siliniyor degil mi?

Profesor Ben Polak: Kuzey ve doguda kalan tim kayalar siliniyor. Bu demek ki sen
— son kaya kaybeder. Tamam guzel.

Ogrenci: Buradaki.

Profesor Ben Polak: Buradaki, tamam. Yani simdi bir L seklimiz var.
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Ogrenci: Buradaki.
Profesor Ben Polak: Buradaki, pekala.
Ogrenci: Buradaki.

Profesor Ben Polak: Buradaki, tamam, tamam. Pekala, isimiz bitti. Tamam, herkes
bunun nasil galistigini anladi m1? Oyuncularimiz i¢in bir alkis lutfen, tesekkurler.
Simdi herkes gérmugken iki gonullt daha alayim. Bu arkadaslarin isi zordu, onlar ne
oldugunu sifirdan anlamak zorundaydi. iki géniilli daha? Ben géniillii segcmek
zorunda degilim — burasi Yale, birleri gonulli olur. Siz gonulli misiniz? Harika. Bir
génullim var. Bir rakip secebilirsin istersen, iste bdyle. Tesekkiirler. isminiz neydi,
mikrofonlar buraya gelene kadar bekleyelim. isminiz nedir?

Ogrenci: Peter.
Profesor Ben Polak: Peter ve sizin ki de Justin.
Ogrenci: Justin.

Profesor Ben Polak: Buraya farkli bir dizin koymama izin verin. Bu yukariya yeni bir
dizi koyalim ve bu kez onu soyle yapalim — tek say1 olmak zorunda degil. Bu kez
biraz daha karigik yapalim. 5 tane — hadi 4 satirrmiz ve 5 kolonumuz olsun bu kez.
Peki, gecen sefer 5 satir ve 3 kolon vardi ve bu sefer 4 satirrm ve 5 kolonum var. Siz
¢ekilin, ben aradan ¢ikayim. Neden tahtaya daha yakin durmuyorsunuz — bdylece
insanlar burada neler oldugunu daha rahat gorebilirler, iste bdyle. Peter sen
baslamak ister misin?

Ogrenci: Tabii ki, suradaki.

Profesor Ben Polak: Buradaki tamam. Yani bu gider, bu demek oluyor ki
buradakilerin hepsi de gider. Asagidan tavsiyeci olan var mi? Bagirin, yeterince
yuksek degil.

Ogrenci: Ben buraya gitmeyi deneyecegim.

Profesor Ben Polak: Burasi. Tamam, L seklimize geri donduk. Simdi insanlar neler
oldugunu gorebilirler, pekala.

Ogrenci: Ben buraya gidip biraz hizlandiracagim.

Profesor Ben Polak: Pekala tesekkulrler. Yine bir alkis alalim. Tesekkurler

arkadaslar. iste bu oyunla ilgili dne siirecegdim su. Birincisi ve bu resmi bir iddia degil,
bu gecen sefer oynadigimizdan ¢ok daha zor bir oyundu degil mi? Herkes buna ikna
oldu mu, pekala. iste size bir egzersiz veya daha ziyade bir meydan okuma. Bu hafta
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bunu problem 6devine de koyabilirim, ama sadece sunu sdyleyeyim eger bunu bu
haftaki problem 6devine koyarsam, hepinizin gézmesini beklemiyorum. Yani eger
bunu problem 6devine koyarsam bu opsiyonel bir problem olur.

Ama iste meydan okuma, meydan okuma su, Zermelo’nun teoreminden biliyorum Ki
N ne olursa olsun ve M ne olursa olsun, bu oyunun bir ¢6zimu vardir. Zermelo’nun
teoremi bize bu oyununun bir ¢6zimU oldugunu soéyltyor. Simdi, fark ederseniz N ve
M’ye badli olarak, ne kadar satir ve ne kadar sttun olduguna bagl olarak farkli
cozumler olabilir, dogru mu? Yani N ve M’ye bagl olarak bu sekildeki her bir oyunun
¢6zUmuU vardir — dogru mu—N ve M’ye bagli olabilir, satir ve stutun sayisina bagh
olabilir. Yani ayni NIM’de 6beklerin nasil basladigina bagl oldugu gibi. Peki, ev 6devi
ne olacak? C6ziUmu bulun. Odev — ¢éziim nedir?

Ben sunu ileri surtyorum, size bir ipucu vereyim, bir gozim oldugunu hatirlamanin
faydali oldugunu ileri sGrdyorum. Bunu hatirlamak ¢ok faydali olacaktir. Bu fazla bir
ipucu degildi. Bunu zaten biliyordunuz, ama sadece bunu vurgulayayim.

Tamam, simdi biraz uzaklasalim istiyorum bu satrang gibi ve dama gibi olan
oyunlardan ve bu kayalar veya NIM gibi oyunlardan. Ve bir sureligine daha resmi
olmak istiyorum. Bir suredir yapmadigimiz bir sey, aslinda ara sinavdan beri
gercekten de hig resmi tanimlar yazmadik. Bu yuzden simdi bunu yapacagim. Bu
tahtalardan en azindan birini geri istiyorum. Dersin en baglarinda uyardigim gibi,
gunun bazi kisimlarinda durup biraz is yapmamiz gerekecek ve onumuzdeki yirmi
dakikaya yakin bir stire bdyle bir kisim. Peki, bu nedir? Bu resmi seyler.

ik olarak yapmak istedigim sey bugiin goktan belirtmis oldugum bir seyin tanimini
size vermek ve bu da mikemmel bilgi fikridir. Simdiye kadar — veya en azinda ara
sinavdan beri bakmakta oldugumuz oyunlar mikemmel bilgili oyunlardi. Mukemmel
bilgili bir oyun tum nodlarda veya oyundaki her bir nodda hamle sirasi gelen
oyuncunun o nodda bulundugunu bilmesidir. Yani bu ¢ok basit bir fikirdir. Ara
sinavdan itibaren gérdigumuz tim oyunlarda bu 6zellik vardir. Bu oyunu oynarken
nerede oldugunuzu bilirsiniz. Yani hangi nodda oldugunuzu bilirsiniz, segeneklerinizin
neler oldugunu bilirsiniz ve bu zimnen su anlama gelir oraya nasil geldigini biliyor
olmahdir.

Yani oyununun tim ge¢misi herkes tarafindan gézlemlenmistir. Bana hamle sirasi
geldiginde senin din ne yaptigini biliyorum, dunden énceki gin kendimin ne yaptigini
biliyorum ve eger bir Gguncu kisiyle de oynuyorsam ondan onceki gun ne yaptiklarini
biliyorum. Yani ¢ok basit bir fikir ama geriye dénuk ¢ikarim gibi seyleri cok kolay
kullanmamiza izin veren bir fikir. Simdiye kadar su tip oyunlar hakkinda
dusundyorduk, tam rekabet, pardon firmalar arasi miktar rekabeti gibi veya tesvikler
yarattigimiz oyunlar gibi veya NIM gibi ve bu oyunlari oldukga gayri resmi bir sekilde
geriye donuk ¢ikarimi kullanarak ¢ozuyorduk.



Oyun Teorisi %K Transkript

Simdi eklemek istedigim sey ise bu oyunlardaki stratejiler icin notasyon. Elimizde es
anli oyunlar varken stratejiler esasen hi¢ problem yaratmiyorlardi. Stratejilerin neler
oldugu ¢ok acgikti. Ama elimizde bir zaman periyodu suresince devam eden ardigik
oyunlar varsa ve bilgi zamanla ortaya gikiyorsa stratejiyle neyi kastettigimize dikkat
etmeliyiz. Yapmak istedigim su, saf stratejiyi en azindan goyle tanimlamak istiyorum.
Yani mukemmel bilgili bir oyunda Oyuncu i’nin saf stratejisi — yani simdiye kadar
konusmakta oldugumuz ve agaclarla temsil edebildigimiz oyunlarda nedir? Tam bir
aksiyon planidir.

Bir bagka deyigle yaptigi sudur, i'nin her bir nodunda, i’'nin her bir karar nodunda, i’nin
hangi aksiyonu almasi gerektigini belirler — hadi buna almasi gerektigini demeyelim —
buna alacagi diyelim. Bu tanimi ilk kez okudugunuzda tamamen ilgi ¢ekici olmayan
ve problemsiz gibi gértnir. Oyuncu i i¢in saf strateji bu oyunda ne zaman hamle
sirasl her ne zamansa geldiginde nasil hareket edeceginizi sdyler. Yani eger oyunda
Uc kez hamle yapacaksaniz, ilk seferinde nasil hareket edeceginizi, ikinci sefer nasil
hareket edeceginizi ve tglncu sefer nasil hareket edeceginizi soyler. Yani, simdiye
kadar bunlarin higbirisi zor gérinmuyor ama aslinda gérundugunden daha zordur.
Hadi bir bakalim.

Yapmak istedigim sey bir ornege bakmak ve bu 6rnegin bu tanimla ilgili bazi
incelikleri ortaya koyacagini umuyorum. iste bir drnek. Bu érnekte Oyuncu 1 ilk
hamleyi yapiyor ve igeri veya Disarlyi secebiliyor veya isterseniz bunlara Yukari ve
Asag diyelim ¢unku bu sekilde gizdik. Yani Yukariy1 (Up) veya Asagiyi (Down)
secebilirler — ve ben blyuk harfler U ve D’yi kullanacagim. Eger oyuncu U secgerse o
zaman Oyuncu 2’ye sira gelir ve Oyuncu 2 L veya R secebilir (Left veya Right). Eger
Oyuncu 1 U seger ve bunu takiben Oyuncu 2 L segerse, o zaman Oyuncu 1’e sira
gelir, bu durumda Oyuncu 1 Yukari veya Asagi secgebilir ve bu kez kuguk harfler
kullanacagim, u ve d.

Hadi oyuna bazi getiriler koyalim. Getiriler sdyle 1, 0 burada, 0, 2 burada, 3, 1 burada
ve 2, 4 burada. Yani k&git Uzerinde — tahtada — buna ilk kez baktiginizda bu
mukemmel basit bir oyun. Ara sinavdan beri bakmakta oldugumuz pek ¢ok oyun gibi.
Bir agaci var. Geriye donuk ¢ikarim ile analiz edebiliriz ve bir dakika icinde geri donuk
cikarim ile analiz edecegiz. Ama 6nce yapmak istedigim sey sunu sormak bu
oyundaki stratejiler nelerdir? Hadi Oyuncu 2 ile baslayalim ¢linki o daha kolay.
Burada Oyuncu 2’nin stratejileri neler? Oldukga basit: Oyuncu 2’nin sadece bir karar
nodu var — iste Oyuncu 2’'nin karar nodu burada—ve strateji Oyuncu 2’ye bu karar
nodunda ne yapacagini sOylemeli. Sadece iki se¢enek var, L veya R. Yani Oyuncu
2’nin stratejileri ya L ya da R.

Ancak burada hemen bir inceligi fark edelim. Oyuncu 2 bu se¢imi hi¢c yapmama
durumuna gelmeyebilir. Oyuncu 2 L veya R seciyor, ama Oyuncu 2 bu seg¢imi hi¢
yapmama durumuna gelebilir. Ozellikle, eger Oyuncu 1 D sectiyse Oyuncu 2’nin L
veya R seciminin bir gecerliligi yoktur. Yine de, strateji Oyuncu 2'den bu hamleyi
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yapmasi istendiginde ne yapacagini belirtmelidir. Simdi Oyuncu 1’in stratejilerine
bakalim. Bu oyunda Oyuncu 1’in stratejileri nelerdir? Yanitlamak isteyen? Tahmin
etmek isteyen? Burada Oyuncu 1’in 3 stratejisi var demek ¢ok cazip ama bu yanlis
olur. Sunu sdylemek ¢ok cazip gelir Oyuncu 1 ya D oynar ki 0 zaman igimiz biter ya
da Oyuncu 1 U oynar ve bu durumda ileride bir gun sira tekrar kendisine gelip u veya
D se¢mesi istenir.

Yani burada Oyuncu 1’in sadece 3 stratejisi var demek oldukga cazip, D ve bu
durumda isimiz biter veya U’yu takiben ya u ya da d, eger o noktaya ulastiysa. Ama
aslinda, eger bu tanimi dikkatle takip edersek, Oyuncu 1’in esasen 4 stratejisi
oldugunu fark ederiz. Hadi bunlarin neler oldugunu sdyleyeyim bdylece siz de bunun
neden biraz garip oldugunu gorirsiiniiz. iste bahsettigimiz stratejilerden birisi su, U
ve ardindan u ve iste bir tane daha U ve ardindan d, ama daha iki tane daha
oldugunu iddia ediyorum, D ve ardindan u ve D ve ardindan d. Peki burada biraz
tuhaf olan nedir? Tuhaf olan su biz ¢ok iyi biliyoruz ki eger Oyuncu 1 D secerse,
secim yapacak duruma gelmeyecek, ikinci se¢im olan u veya d durumuna. Ama yine
de strateji bize her nodda ne yapacagini sdylemek zorunda, o stratejiyle o noda
gercekte ulasilip ulagiimadigina bakmaksizin.

Tekrar soyleyeyim, strateji size Oyuncu 1’in o nodda ne yapacagini, o stratejiyle o
noda gercekte ulasilip ulagsiimadigina bakmaksizin, sdylemeli. Yani biraz tuhaf.
Burada gerekenden biraz fazlasi var. Biraz fazlalik var. Simdi, neden? Birazdan
neden oldugunu gérecegiz. Oncelikle geriye donik gikarim ile bu oyunun nasil
oynanacagina bakalim. Geri donuk ¢ikarim ile bu oyun nasil oynariz? Nereden
baslanz? Bu hileli bir soru olmamali, geriye donuk ¢ikarima gore oyuna nereden
baslariz? Sonundan. Burada son Oyuncu 1 ve Oyuncu 1 segimini burada d olarak
yapacak, dogru mu? Clnku 3 ikiden buyuaktur.

Geriye Oyuncu 2’nin hamlesine dénersek, Oyuncu 2 eger L secerse biliyor ki d
sececek olan Oyuncu 1 onu takip edecek, bu durumda 1 alacak, ama eger R secgerse
2 alacak. Yani Oyuncu 2 R segecek. Burada Oyuncu 1, eger U segerse o zaman
Oyuncu 2 R segecek ve Oyuncu 1 0 alacak ve eger D secgerse 1 alacak, yani Oyuncu
1 D secgecek. Yani geri donuk ¢ikarim sunu dnerir, Oyuncu 1 D seger ve onu takiben
Oyuncu 2 — eger Oyuncu 2 hamle yapma durumunda olsaydi — R segerdi, onu
takiben Oyuncu 1 — eger tekrar hamle sirasi ona gelseydi — yine d secgerdi. Fark
ettiyseniz geri donuk ¢ikarim bize Oyuncu 2’ye sira gelmis olsaydi ne yapmis
olacagini sdéylemek zorunda. Geriye donuk ¢ikarim Oyuncu 2’nin Oyuncu 1’e tekrar
sira gelseydi Oyuncu 1’in ne yapacagini disindigunut hesaba katmak zorundaydi.

Yani geriye donuk ¢ikarim yapmak i¢in, Oyuncu 1 kendine Oyuncu 2’nin ne
yapacagini sormali ve Oyuncu 2 bundan dolay1 kendine Oyuncu 1’in ne yapmis
olacagini sormall ve bu da su demek Oyuncu 1 kendine Oyuncu 2’'nin Oyuncu 1’in ne
yapacagini dustnduguna sormali, bu da su anlama gelir biz gergekten de Oyuncu
1’in burada ne yaptigini gercekten sdylemek zorundaydik. Bunu tekrar sdyleyeyim.
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Burada geriye dénuk ¢ikarim bize sunu anlatir, Oyuncu 1 D seger, bu durumda oyun
bitmis olur. Ama geriye donuk ¢ikarimi yapmak icin, geriye donuk ¢ikarimi boylu
boyunca dusunmek icin, biz sadece Oyuncu 2’ye sira gelseydi ne yapacagini degil,
ama Oyuncu 2'nin ayni zamanda Oyuncu 2’ye sira gelseydi ve L se¢seydi Oyuncu
1’in ne yapacagdini disunecegini de hesaba katmaya ihtiyacimiz vardi. Yani bu
fazlalik yaratan hamleler aslinda geriye déniik ¢ikarimin parcalariydi. insanlarin ne
dusunduklerini disinmek igin onlara ihtiyacimiz var.

Yani geriye donuk ¢ikarim bize oyunun sonucunun D oldugunu sdyluyor, ama bunu
stratejilere dayanarak soyluyor, Oyuncu 1 D seger ve tekrar sira gelseydi yine d
secerdi. Ve Oyuncu 2 R secger. Simdi bu oyunu tamamen farki bir yoldan analiz
edelim. Simdi bu oyundaki stratejilerin neler oldugunu biliyoruz: Oyuncu 2’nin iki
stratejisi var L ve R ve Oyuncu 1’in 4 stratejisi var: U/u, U/d, D/u ve D/d. Hadi bu
oyunun matrisini yazalim, iste sdyle. Bu 4 x 2 bir matris olmak zorunda, Oyuncu 2 L
ve R arasindan sec¢imini yapiyor ve Oyuncu 1 dort stratejisi Uu, Ud, Du ve Dd
arasindan secimini yapiyor ve tum getirileri yerine koyabiliriz.

(Uu, L) bizi buraya goéturar, bu da (2, 4) olur. (Uu, R) bizi buraya goétarur, bu da (0, 2)
olur. (Ud, L) bizi buraya géturtr ve bu da (3, 1) olur. (Ud, R) bizi buraya géturtr bu da
(0, 2) olur. Ve Du bizi hemen oyunun disina géturir yani (1, 0)'a gideriz. Ve aslinda
bu (Du, R) i¢in de dogru ve (Dd, L) icin de dogru ve (Dd, L) igin de dogru. Yani bu
alttaki 4 strateji de Oyuncu 1’in D segcmesiyle basladi ki bu durumda oyun bitiyor. Bir
kez daha bu matriste size bahsetmis oldugum fazlaligi1 gérebiliyorsunuz. Bu matriste
Uclncul satir, Du satiri Dd satiriyla ayni goérintyor. Herkes memnun mu?

Gecgmiste matrislerimiz varken oyunu nasil ¢ézmustik? Birkag haftadir bu geriye
donuk ¢ikarimi yapip duruyoruz, ama ara sinavdan once — eger bunu size sinavda
vermis olsaydim ne yapacaktiniz? Nash dengesini arayacaktiniz degil mi? Hadi bunu
yapalim: Nash dengesini arayalim. Eger Oyuncu 2 L segerse o0 zaman Oyuncu 1’in
en iyi tepkisi Uu olur ve eger Oyuncu 2 R secgerse, o zaman Oyuncu 1’in en iyi tepkisi
ya Du ya da Dd olur. Tam tersi, eger Oyuncu 1 Uu segerse o zaman Oyuncu 2’nin
en iyi tepkisi L olur. Eger Oyuncu 1 Ud segerse o zaman Oyuncu 2’nin en iyi tepkisi R
olur. Eger Oyuncu 1 Du segerse o zaman Oyuncu 2 kayitsiz kalir ginkd her
hallkarda 0 alir ve eger Oyuncu 1 Dd segerse o zaman yine Oyuncu 2 kayitsiz kalir
cunku her halukarda 0 alir.

Bu oyundaki Nash dengeleri nelerdir? Bir tanesi burada, bu bir Nash dengesi. Bir
tanesi Dd sonra R ve bu esasen geriye donuk ¢ikarim ile buldugumuz Nash dengesi.
Nash dengesi (Dd, R) geriye donuk g¢ikarimla buldugumuza tekabul ediyor. Ama bu
oyunda bir bagka Nash dengesi daha var. Bu oyundaki 6bur Nash dengesi suradaki.
Bu da bir Nash dengesi. Ne iceriyor? Du ve R — pardon Du ve R igeriyor. Peki, bu
dengede ne oldu? Oyuncu 1 Asagi gitti ki bu diger her seyi bir nevi gegersiz kiliyor.
Oyuncu 2 R oynadi ve Oyuncu 1 aksiyon planina gore gergekte u secgecekti.
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Tekrar soyleyelim, Oyuncu 1 gergekten D’ye gitti, Oyuncu 2 e@er sira ona gelseydi R
se¢cmis olurdu ve Oyuncu 1 ikinci kez hamle sirasi gelseydi u se¢mis olurdu. Peki, bu
nasil bir Nash dengesi olabilir? Bu geriye dénul gikarima denk gelmiyor. Ozellikle bu
yukarida Oyuncu 1 sagma gorunen bir strateji secgiyor. “d” yerine “u” segerek 3 yerine
2 aliyorlar. Peki, nasil oluyor da bu bir denge stratejisi haline geliyor? Nedeni su — bir
denge stratejisi olabilmesinin nedeni bu yukarida Oyuncu 1’in ne segctigi Oyuncu 1’in
bakis acisina gore hig fark etmiyor ¢linkl zaten hi¢bir zaman oraya ulasiimayacak.
Burada Oyuncu 2 R sectigi surece, bu yukarida Oyuncu 1’in ne yapmaya karar
verdigi 6nemli degil. Oyuncu 1’in agisindan hig fark etmiyor. Zaten ulagilamiyor.

Yani burada bir tehlikeye isaret ediyoruz ve tehlike su. Bir oyunda sadece mekanik
olarak Nash dengelerini bulursaniz, insanlarin eger hamle sirasi onlara gelirse sagma
aksiyonlar segiyor olduklarini bulursunuz. Tekrar sOyleyeyim, eger bir oyunda Nash
dengelerini mekanik olarak bulursaniz, tipki burada yaptigimiz gibi, bu durumda
Oyuncu 1’in aksiyonu gibi, sagma aksiyonlar secgersiniz. Bizim analizimizde hayatta
kalmasinin nedeni zaten hamle yapma sirasinin oraya gelmemesiydi. Simdi bunu
daha somut hale getirmek igin bunu ekonomiden bir drnege gétirelim, ayni fikir.

Bir piyasa hayal etmek istiyorum ve bu piyasada piyasayi kontrol eden bir monopolcu
var, ama piyasaya girmeyi dusunen bir kurulus daha var. Yani su anda piyasa bir
monopol ve yerlesik firma da monopolcl — hadi buna Inc (yerlesik, “Incumbent”
kelimesinin ilk 3 harfi) diyelim—ve piyasaya girmek veya disarida kalmak arasinda
karar verecek bir firma var. Eger disarida kalirsa bu firma higbir sey almaz ve yerlesik
firma tekel kar1 elde etmeye devam eder. Bunu yilda 3 milyon olarak disundn.

Eger firma girerse o zaman yerlesik firma 2 seyden birini yapabilir. Giren firma ile
savasmayI secebilir, bununla demek istedigim fiyatlarini disurtr, ¢cok reklam yapar
ve onu piyasa disina surmeye ¢alisir. Oldukca rekabetci oynayabilir, bu durumda
giren firma esasen kayip yasar ve yerlesik firma karini sifira indirir. Tam tersi, yerlesik
firma savagsmamayi secebilir. Eger savagsmazsa o zaman basitge piyasayi paylasirlar
ve ikisi de, diyelim ki Cournot kari veya duopol kari olarak 1 milyon alir. Yani bu
oyunda, hadi tekrar sdyleyelim, burada bir piyasa var. Monopolcu piyasada ve
monopolcu yilda 3 milyon kazaniyor ki bu monopolcu i¢in oldukga iyi gorunuyor.
Diger firma bu piyasayi istila edip etmeyecegine karar vermeye calisiyor. Eger bu
piyasayi istila ederse, eger savas olursa zor duruma duser, ama eger monopolcu ona
uyum saglarsa o zaman duopol kari alirlar ve bu giren firma oldukga iyi olur, 1 milyon
dolar kar eder.

Hadi bu oyuna bir bakalim. Analiz — ilk olarak bu kez, bunu Nash dengesi ile analiz
edelim. Bu oyunda bunun ¢ok kolay oldugunu 6ne surtyorum: girenin 2 stratejisi var,
direk olarak bunu matrise koyacagim. Girenin iki stratejisi var, ya girecek ya da
disarida kalacak ve yerlesik firmanin da iki stratejisi var, bunlar savas veya savasma.
Oyunun getirileri sdyle — hadi onlari yerlerine yazalim. Gir ve savas (-1, 0) olur, gir ve
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savasma (1, 1) olur ve disarida kalmak yerlesik firmanin monopol karini
surdurmesine yol acgar.

Hadi bu oyunun Nash dengelerine bakalim. Yapilacak ilk sey giren firmanin en iyi
tepkilerine bakmak. Eger yerlesik firma savasmayi segerse, o zaman digerinin en iyi
tepkisi disarida kalmaktir. Eger yerlesik firma savasmamayi segerse o zaman rakibin
en iyi tepkisi girmektir. Peki ya yerlesik firma icin? Eger rakip girmeyi secerse o
zaman yerlesik firmanin en iyi tepkisi savagsmamaktir ¢ciinkl 1 sifirdan bayuktir. Ama
eger rakip disarida kalirsa yerlesik firmanin ne yapacagi fark etmez, her iki durumda
da 3 alrr.

Buradaki Nash dengeleri ya girmek ve ardindan savagsmamak, boylece bir duopol
elde ederiz veya disarida kal ve sonra savas. Tabii ki savas kismi gergeklesmiyor:
disarida kalmak ve “eger girseydin savasirdik”. Yani bunlar Nash dengeleri. Hadi bu
oyunu geriye donuk ¢ikarim ile analiz edelim. Yerlesik firmanin bakis agisindan, eger
yerlesik firmaya hamle sirasi gelirse 0 zaman savasmayl mi savagsmamayi mi
sececek? Savasmamay segecek, bu yluzden rakip ne yapmali? Birileri? Rakip
piyasaya girmeli, gunkU eger girerse 1 alir, eger disarida kalirsa 0 alir. Yani geriye
donuk ¢ikarim bize sadece bu dengeyi verir. Simdi soru su bu diger dengeye ne
oluyor? Hadi bunu konusalim.

Iste buradasiniz, piyasaya girmek lzeresiniz, Yale’den ayrildiniz, kendi iginizi
kurdunuz ve sizin iginiz bir monopole veya Microsoft gibi bir monopol benzerine
meydan okuyor. Ve siz oraya gidip yeni igletim sisteminizi ortaya ¢ikarmak
uzeresiniz. Ve biliyorsunuz ki Microsoft misilleme yapmayip fiyatlarini yariya
indirmedigi ve sizi reklam ile piyasanin digina surmedigi slrece yeni igletim sisteminiz
bir stirl para kazanacak. Peki, Bill Gates ne yapar? Bill Gates Microsoft'un
patronudur. Sdyle der, bir dakika dur Yale’den mezun olmadan ve isini kurmadan
once, dur da sana seninle savagsacagimi soyleyeyim. EQer girersen savasacagim.
Ve eger siz ona inanirsaniz, eger savasacagina inanirsaniz, ne yapmaliydiniz? Bu
piyasaya girmekle zaman harcamayacaktiniz. Ve eger Bill Gates tarafindan
savasllacaginiza inanirsaniz o zaman eger girerseniz kayip yasayacaginiza
inanirsiniz, bu yuzden disarida kalmayi tercih edersiniz. Ve buradaki tehdidin Bill
Gates’e higbir maliyeti yok, yeter ki siz disarida kalin ve gergekte hi¢ savasmak
zorunda kalmasin. Bu nedenle bu gergekten tasavvur edilebilecek bir denge,
girerseniz savas olacagina inandiginiz i¢in digarida kalmaniz ve disarida kalacaginiz
bilen rakip igin en iyi tepki de savagsmak. Ama bu kulaga dogru gelmiyor. Neden
kulaga dogru gelmiyor? Dogru gelmiyor ¢unkU eger piyasaya girerseniz savasmanin
yerlesik firmaya para kaybettirecegini biliyorken, savasacagim diyen adama aslinda
inanmamalisiniz. Eger girerseniz, eger savasirsa 0 alir, eger savasmazsa 1 milyon
dolar alir. Yani bu adamin sizinle savasacagi tehdidi inanhlar dedgil.

Bu bir denge ama inanilir olmayan bir tehdide inanmaya dayaniyor. E§er Microsoft'un
bulundugu piyasaya girmeyi distnurseniz, Bill Gates’ten kicuUk bir e-posta alma
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ihtimalinizin yuksek oldugu dogrudur. (Ama bu bir e-posta olmaz ¢linkii mahkemeye
goturdlebilir, ama kulaginiza Bill Gates tarafindan yapilan bazi ufak tehdit edici s6zler
olabilir). Eger ugak imalatgilarinin piyasasina girerseniz, Boeing’in patronu sizi
arayabilir veya birilerini gonderebilir, ama bu tehditler inanilir olmayan tehditlerdir.
Dogru mu? Bunlar inanilir tehditler degil gunku biliyoruz ki eger girerseniz, savasmak
islerine gelmez. Bunun la ilgili bir surt guralta ¢ikarirlar ama bilirsiniz ki eger
girerseniz, geriye donuk ¢ikarim bize savasmayacaklarini soyler.

Ama simdi biraz tuhaf bir durumdayiz, neden tuhaf bir durumdayiz? iki sey. Bir,
oyunlarda Nash dengeleri buluyor gibi gérinuyoruz — bir tane burada bulduk ve bir
tane yukarida bulduk — geriye donuk ¢ikarim ile desteklenmeyen Nash dengeleri var.
Burada endiselenmemiz igin birinci neden bu ve endise etmemizin ikinci nedeni de
bunun ekonomi tarafi dogru gérinmuyor. Ornegin, eger gergekten girseydiniz —
pardon, eger gercekten islem yapacaginiz duyurduysaniz, yeni bir igletim sistemi
gelistireceginizi duyursaydiniz ve Bill Gates’ten bir tehdit telefonu alsaydiniz — bu
telefona inanmak icin bir nedeniniz olabilir. Neden bu telefona inanabilirdiniz? Bir
mikrofon alabilir miyiz, ben yaparim. Neden Bill Gates’ten sizi dovecegine dair bir
tehdit alsaydiniz buna inanabilirdiniz — sizi dovmek degil ama eger yeni igletim
sistemi Uretirseniz fiyat kiracagina dair.

Ogrenci: Gelecekteki gelir akisina bakarsaniz, yani mesela éniimiizdeki 10 yil icin ve
bu on yiIl boyunca surekli 1 milyon alirsa, sizi ilk yilda piyasadan ¢ikarip geri kalan 9
yilda 3 milyon dolar kazanirsa daha iyi konuma gelir.

Profesor Ben Polak: Bu tam olarak benim dusundugum sey degildi. Tamam,
dogrudur eger biraz hile yaparsak ve bunlardan birini — Tamam, senin soyledigin su
ben sonsuza dek 3 alabilirim sonsuza dek 1 almak yerine, bunlarin ikisinin de
gelecekteki nakit akiglarinin buglinku degerine indirgenmis oldugunu varsayin. Yani
bunun gelecekteki nakit akigi analizini yapmigiz. Yani bu bir muhasebe hatasi degil,
muhasebeden kaynaklanmiyor. Gates’in sizi tehdit etmesinin bazi baska nedenleri
var, buna inanmak isteyebilirsiniz. ilk olarak burayi deneyelim.

Ogrenci: ibret olsun diye yapabilir bdylece baska kimse girmez.

Profesor Ben Polak: Dogru, su anda Bill Gates'’in aklinda olan bir sey su, sizinle
rekabet etmeyi dustinlyor ama yolda daha sizden gelen ¢ok var — ne kadarsa, bu
sinifta 280 kigisiniz bir sonraki yil 280 kisi daha var vesaire. Ve Bill Gates biliyor ki
her biriniz gelip monopolline, Microsoft monopoline tehdit yaratabilirsiniz. Ve
icinizden birini ibretlik yaparsa digerlerini digarida tutmayi bagarabilir. Ve bir yerlerde
bu tip argiman, birini ibretlik yapma argimani kayip: tamamen kayip. Ama bu énemli
olmali, bu 6nemli bir fikir olmali. Carsamba gunu geri geldigimizde dersin ilk yarisinda
bu fikri ele alacagiz.
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[transkript sonu]



